AADECA 2008 — Semana del Control Automatico — XXI° Congreso Argentino de Control Automatico
1 al 3 de Septiembre de 2008 - Buenos Aires, Argentina.

DISENO DE UN CONTROL DE NIVEL DE UN SISTEMA HIDRAULICO CON
RESTRICCIONES UTILIZANDO LMI

C. A. Cappelletti’ y E.J. Adam®'

"Universidad Tecnoldgica Nacional — Facultad Regional Parand.
nstituto de Desarrollo T ecnologico para la Industria Quimica (INTEC), CONICET —
Universidad Nacional del Litoral (UNL).
Giiemes 3450, (3000) Santa Fe — Argentina. Tel.: (0342) 455-9175/77 Fax: (0342) 455-0944.
eadam@santafe-conicet.gov.ar, eadam@fiq.unl.edu.ar

Resumen: En este trabajo se presenta el disefio de un control de nivel de un sistema hidraulico que posee
restricciones en el caudal manipulado, utilizando una herramienta matematica de optimizacion conocida
como desigualdad matricial lineal (LMI). A tal efecto, el control optimo incluye dos LMI's las que
consideran una condicion de estabilidad asintotica y una restriccion para no superar un caudal maximo
evitando el rebalsar el nivel de liquido de los tanques. Las simulaciones numéricas realizadas muestran el
desempafio satisfactorio de la variable de control; mostrando ésta técnica de disefio mucho potencial para ser

aplicada en la ingenieria de procesos.

Palabras Claves: Control de Nivel, Control C)ptimo Lineal, LMI.

1. INTRODUCCION

Muchas de las técnicas modernas de disefio de sistemas
de control han mostrado ser exitosas en aplicaciones de la
ingenieria electronica, robdtica o aerospacial. Sin
embargo, inconvenientes adicionales propios de la
industria de procesos impiden alcanzar buenas
performances con estas técnicas. La razon de esto se
debe a los problemas que se presentan en la mayoria de
los sistemas hallados en la ingenieria quimica, estos son,
sistemas lentos (grandes constantes de tiempo),
fuertemente acoplados y con claras caracteristicas no
lincales. Ademas, debe mencionarse que la region de
operacion de una planta quimica estd generalmente
limitada por una serie de restricciones que el sistema de
control debe tener explicitamente en cuenta, y éstas
restricciones no solamente se deben a condiciones para
una operacion conveniente sino frecuentemente a razones
de seguridad.

La idea del disefio 6ptimo de un sistema de control
persigue la obtencion de plantas que funcionen
garantizando robustez ante incertidumbres paramétricas y
adecuadas caracteristicas dindmicas ante las diversas
situaciones tales como, cambios de consigna o bien
rechazo de perturbaciones, cumpliendo con restricciones
operativas en la variable de control y evitando
saturaciones en los sensores y las variables manipuladas.
En la Gltima década, se ha mostrado que una amplia gama
de problemas de disefio de controladores robustos que
satisfacen restricciones pueden ser reducidos a un

' Autor a quien enviar la correspondencia.

problema de optimizacion convexa estandar utilizando
Desigualdades Lineales Matriciales (LMI's), y uno de los
primeros trabajos que realiza un gran aporte en el area es
el de Boyd et al., (1994).

En este trabajo se escogio el control de nivel de liquido
en tanques con interaccion ya que es un atractivo ejemplo
para investigar la aplicaciéon de estas técnicas en la
industria de procesos. Claramente, en éste problema,
estan presentes restricciones operativas para los estados,
limites en la variable de control y la manipulada, ademas
de las tipicas no linealidades presentes en los sistemas
hidraulicos (ver Seccion 2).

Para una clara exposicion del tema en la Seccion 2 se
presenta el modelo matematico del sistema sistema
hidraulico experimental de laboratorio. Luego, en la
Seccion 3 se plantea el control dptimo libre de offset del
sistema sin restricciones donde los polos de lazo cerrado
son adoptados para satisfacer el costo cuadratico minimo.
Dicha ley de control 6ptimo es determinada mediante
planteo de una LMI basada en la ecuacion algebraica de
Ricatti (ARE). En la Seccion 4 se incluyen restricciones
en el nivel y en el caudal manipulado, mostrando la
ventaja de utilizar LMI's en el disefio 6ptimo del sistema
de control. Finalmente, en la Seccidon 5 se resumen las
conclusiones.

2. SISTEMA EXPERIMENTAL DE LABORATORIO

Considere el sistema hidraulico experimental de
laboratorio de dos tanque con interaccion representado en
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la Fig. 1, donde sus caracteristicas fisicas y operativas se
informan en la Tablal.

qel qml qﬁz
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Fig. 1: Sistema hidraulico de dos tanques que interaccionan
entre si.

Tabla 1. Caracteristicas técnicas del sistema
experimental de laboratorio de la Fig. 1

Dimensiones

diametros di=d,=0.04m
rango de caudales de las

valvulas 0y 3.3 /min

R, =90000 m s /m3
R>=144000 m s /m3

hlmax = h2max =0.60 m

Resistencias hidraulicas

alturas maximas

Antes de presentar el modelo matematico no lineal y
lineal del sistema de tanques con interaccion de la figura
anterior, resulta importante remarcar la siguiente
hipoétesis de modelo relacionada con la interaccion entre
los tanques:

Hipotesis de Modelo. Cuando el caudal de liquido se
dirige del tanque 1 al 2 (esto es A; > h,) dicho caudal es
funcion de la diferencia de presion entre ellos y es
aceptablemente modelado mediante la expresion,
q“:C‘,l\/hl—h2 . Si hay una inversion de flujo (esto es,
hy < hy) dicho caudal se modela como, ¢,;=C,,vh,—h, .

Las ecuaciones de balance que definen un modelo
matematico no lineal en variables de desviacion se
resume a,

dh
A== Coh =hy =g |+ 3.1+, (1)
dh B
Asz(CMW_QSl)_(Cyz\/h2—q?2)+qez )

con condiciones _iniciales /,(==0) = h,°, hy(=0) = )’ o
bien, #,=0 y h,=0 y donde aquella variable indicada
como ® representa a la variable escrita como desviacion
del estado estacionario inicial.

Linealizando por serie de Taylor y reordenando las
ecuaciones se obtiene el modelo matematico lineal en el
dominio del tiempo, resultando éste,

dh, 1 1~

— e — i +—h,+G,,+] 3
1 R, 1 R, 2791 TG > (€))

dh, 1 [1 1),
A =—h +—1h,+q 4
e R, 1 R R, 2742, )

donde R, y R, son las resistencias hidraulicas de las
valvulas manuales indicadas en la Fig. 1 y cuyos valores
experimentales se resumen en la Tabla 1.

Note que la Ec. (3) y (4) se pueden llevar a la forma de
representacion de estados,

x(t)=Ax(t)+Bu(t)+EI(1) ®)
y()=Cx(t)
donde se define x = [x; x]",  x(t):=h(1),

x,(1):=h,(t) e () = x(1), y por tanto se tiene que,

4=|% (6)
ay Ay
_ —1/R, 4, 1/R, 4,
1/R, A, —(1/4,)(1/R,+1/R,)
b, 0
1/ 4,
c=lo 1] . )

Aqui u(f) es la variable manipulada (g..) y I(¢) son las
perturbaciones de entrada (g. ¥ ¢.2) y los estados x; y x»
son medibles ya que representan los niveles de liquido en
los tanques, los que son monitoreados a lo largo de su
operacion mediante sensores de nivel.

3. CONTROL OPTIMO POR RELIMENTACION DE
ESTADOS SIN RESTRICCIONES USANDO LMI

La idea en principio es implementar un feedback 6ptimo
de estados conocido como regulador lineal cuadratico
(LQR) y para ello planteamos como funcional objetivo el
clasico funcional cuadratico que busca minimizar la
energia consumida por el actuador y por los estados. Asi,
la integral a minimizar resulta ser,

J= [T ()0 x (o) +u" (1) Ru(e)) di (10)

donde x(f) es el vector de estados del sistema.
Es bien conocida que la ley de control 6ptimo que
asegura estabilidad asintotica (Rautenberg y D'atellis,
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2004, entre muchos otros) y que minimiza la formulacion
matematica (10) resulta ser,

Uy ()= =K 5 X, (1) an

opt “* opt

donde, u,p(?) ¥ x,,(t) resultan ser los valores 6ptimos de
la manipulada y los estados, y la ganancia Optima
buscada es,

K,=R'B"P (12)

de acuerdo con los textos clasicos (Ogatta,
Rautenberg y D'attellis, 2004; entre otros).

Aqui, P es una matriz incognita que se determina
resolviendo la ARE,

1993;

A" P+PA-PBR 'B ' P+0=0 (13)
con,
p=p'=|F1 P (14)
P> D3

Note que reemplazando el valor de u,, en el funcional
(10) se llega a,

Jun= L 5L (O)[Q+P"BR B Plx,,(t)di . (15)

opt

3.1. Conceptos Bdasicos de LMI.

Una LMI es una restriccion o condicion de diseiio que
pueder ser escrita bajo la forma candénica general (Boyd
etal., 1994),

F(mt)=F,+m F, +1,F,++m, F,h<0 (16)

donde Fo, Fi, F>,
conocidas y el vector 7w = [y, T2, ..., )" es la
variable de decision a determinar tal que, . #(1) < 0. Es
posible demostrar que la LMI escrita bajo la forma (16)
define una region convexa sobre la variable 1 (Boyd,
1994; Gahinet et al., 1995)°.

Cuando sistema de control posee multiples restricciones,
cada una de éstas pueden ser expresada como una LMI,
F1 <0, 7<0, ....7; <0, para luego escribir una tnica
LMI de la forma,

..., F, son matrices simétricas

F (m):=diag| # | (m), F,(m),-, F ,()]<0 . (17)

Asi, disponiendo de dos o mas LMI's donde cada una
define una region convexa, la region de busqueda de la

2 . .. .
Ahora, el vector TT que se restringe al dominio a la regién convexa
donde pueden aplicarse los algoritmos de optimizacion para la

busqueda de su solucion.

solucion resulta de la interseccion de las regiones
individuales de cada LMI. Por tanto, dado que la
interseccion de dos o mas regiones convexas es otra
region convexa, entonces, todo minimo local es global,
asegurando que el minimo hallado es el 6ptimo dentro de
este nuevo marco de limitaciones.

Solucion de la Ecuacion de Ricatti via LMI. Baséndose
en la Ec. (15) el problema podria haber sido pensado
definiendo un funcion J tal que,

J={ " ()[o+ 1" BR B ]x(1)dr (18)

donde II es una matriz simétrica variable definida
como,

sz["l "Zl (19)

T
m, T

tal que J = J,.i», cuando I = P. Por tanto, minimizar la
integral (18) implica minimizar el corchete de dicha
integral. Entonces se podria plantear un problema de
optimizacioén como sigue:

min[Q+I1" BR™'B" IT] (20)
I

S. a,
restricciones a determinar’.

De manera que en este punto, el objetivo es determinar
las restricciones del problema de optimizacion anterior
tal que la solucion del problema de optimizacion (20)
nos lleve a la solucion de la ARE. Por ejemplo, en este
caso IT sera tal que

A"+ A+O-II BB I1<0 (21)

y asi la condicion de estabilidad asintotica (13) queda
expresada como una inecuacion y pasa a formar parte
del problema de optimizacion.

Por tanto, nuestro objetivo es minimizar un funcional
cuadratico asociado a la ARE y dado que ésta es una
ecuacion matricial simétrica no lineal y las LMIs, como
su nombre lo indica son inecuaciones lineales entonces,
se debe transformar la inecuacién (21) en una inecuacion
matricial lineal. Para ello, se utiliza el complemento de
Schur, y por tanto, el problema de optimizacion (18)
quedara sujeto a un conjunto de restricciones convexas
determinadas por la LML

Remarca 1. Sea II segun (19) y

F
B FI(IT) F,,(I) 22
12 22

3 . . -
Note que, P deja de ser una matriz con términos constantes, para
transformarse en I1, una matriz con términos variables.
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ambas matrices simétricas luego, AIl) es definida
negativa si y solo si se cumple que las matrices que
definen al complemento de Schur

F,\(I1)<0 (23)

24

son definidas negativas.
Demostracion. Li y Mathias, 2000. m
Por tanto, el objetivo es encontrar .#(II) tal que el

complemento de Schur resultante sea coincidente con la
ARE escrita como inecuacion. Para ello se designa,

F,(IN=A"II+IT A+Q (25)
F,(IT)=II B (26)
FL(IT)=B"IT (27)

y

Fzz(H):l (28)

Note que operando con (25) a (28) en la Ec. (22) se llega
a’

7 (IT)= ATI'[+T1'[A +0 IIB|_, (29)
B IT 1

Asi, el complemento de Schur de (29) resulta ser la ARE
expresada como inecuacion. Note que (29) es otra forma
de escribir la condicion de estabilidad asintotica (21)
como una LMI. Es posible demostrar que la inecuacién
(29) puede ser escrita como una LMI en su forma
canoénica (16) sin mayores esfuerzos.

Remarca 2. Sea A y B las matrices de la representacion
de estado del sistema hidraulico LTI (5) (con A y B segun
(6) y (7)) luego, la inecuacion (29) es una LMI de la
forma (16).

Demostracion. Sea 4 y B matrices reales tal que, 4 €
R*?y B e R™ (segln (6) y (7) respectivamente) luego, de
acuerdo con (25) a (28) resulta sencillo probar que,

a,m,+(a,, +a22)"2+azl773

Fo(I)=d"IT+11 a+1=| 2Tt 2aamtl (30)
a,m +(a, +a,)m,+a, m, 2a,m,+2a,,m,+1
Fo()=x B=|2 31)
by,
T T
F,(ITI)=B HZ{blnl bITrz] (32)
y
Fzz(n)zl s (33)
donde en (30) se asume que QO = I. Si estas expresiones se reemplazan en (29) se arriba a,
1+2a,m+2a,m, a,m+(a,,+a,) m+a, 7, b,
F ()= 012771(6111‘122)"2“21"3 1+2a,m+2aym, b, |<0 (34)
b,m, b,m, 1
o bien,
1 0 0 2a,, a, b 2 a,, apta, 1 0 a; O 35
F(D=[0 1 0|+ a, 0 0l|m+|la,+ay 2a, b, |m+ay 2a, 1|m,<0 (33)
0 0 1 b, 0 o0 0 b, 0 0 1 0

Notar que (35) tiene la forma candnica de la LMI (16),

F (II)=F +F 1+ F,mt,+ F,m,<0 (36)

con F,:Ff, Y i=0,123. m



AADECA 2008 — Semana del Control Automatico — XXI° Congreso Argentino de Control Automatico
1 al 3 de Septiembre de 2008 - Buenos Aires, Argentina.

Ahora, el objetivo es minimizar una funcion objetivo (Ec.
(20)), definida sobre la region factible, de manera que el
vector 7T alcance la solucion de la ARE, esto es, IT = P.
Dado que a la matriz (29) (o bien para nuestro caso
particular la Ec. (35)) se le pide que sea definida negativa,
por el criterio de Sylvester (Ref. Ogatta, 1993) se debera
cumplir que,

1+2a,m+2a,m,<0 37

det(F,,(I1))>0 (38)
y

det(F (IT))<0 (39)
Por tanto, la interseccion de las tres inecuaciones

polindmicas escritas anteriormente dan como resultado
una region convexa o conjunto factible donde buscar la
solucion.

Recordemos que buscamos aquella combinacion que
minimiza el volumen o traza de la elipsoide y que resulta
ser coincidente con la solucién de la ARE. Por tanto, el
problema de minimizar la integral (18) ahora se puede
escribir como sigue:

min|Q+11" BR™' B" IT] (40)
s

S. a,

restricciones (36), (37) y (38).

Dado que O, B, y R son matrices reales constantes
entonces, encontrar I que minimiza
[0+11" BR™'B" IT] implica minimizar la traza de IT.
La Fig. 3 busca clarificar al lector la idea planteada en
esta seccion.

Restriccion
Ec. (39)

Restriccion

/ Ec. (37)

Restriccion
Ec. (38)

Solucién de la ARE

Fig. 2: Un diagrama cualitativo que intenta explicar lo detallado
en la Seccion 3.1.

3.2. Diserio Libre de Offset via LMI

Resulta de suma importancia en el control de procesos la
perfomance en estado estacionario, es decir su capacidad
de absorber perturbaciones sin alejarse del punto de
operacion deseado o bien, lograr alcanzar sin error el
estado estacionario de nuevos puntos de operacion
(Muske y Badwell, 2002; Mader y Morari, 2007 y
Gonzalez et al., 2008). También en la literatura clasica
(Ogatta, 1993; entre otros) aparecen alternativas que
combinan el disefio 6ptimo por realimentacion de estados
y la eliminacion de offset. La Fig. 3 muestra la
realimentacion de estados propuesta para el sistema
hidraulico con la ley de control 6ptimo (11), de acuerdo
con Ogatta (1993)..

“, B0 |

3

Fig. 3: Realimentacion de estados que incluye un modo integral
para eliminar offset en la variable de control.

Dicha figura muestra que ademas del feedback de estado
se ha incluido un integrador con el objeto de eliminar
offset debido a que el sistema hidraulico a lazo abierto es
tipo cero, como se puede constatar en el modelo lineal
(3)-(4). Por tal motivo, siguiendo a autores clasicos
(Ogata, 1993; entre otros) la dinamica del sistema
realimentado puede ser escrita como,

[gg;]z[—/lc 8]"(’)+mu(f)+[€]1(t)+[(l)]r(,) (41)

donde se define, £(¢) := r(t) — y(t) = 1(t) — Cx(r). De
acuerdo con la Fig. 3 la ley de control ahora resulta,

u(t)=—Kx(t)+k, (1) (42)

Basado en lo anterior, es posible definir,

~._l4 0

A.—[_C 0] (43)
y

~._|B

B.—[O} (44)

Ahora, la condicion de estabilidad asintética (29) puede
ser escrita en en términos de 4y B,y por tanto,

~T ~ -
A II+I1 A+Q 1IB <0 (45)

7 (IT)= T
) B'IT -1
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y el problema de optimizaciéon (40) equivale a la LMI

(45) sujeto a las restricciones correspondientes,
pudiéndose escribir ahora,
min|Q+I1" BR™'B" I1| (46)
I

s. a,

1+2a,,m+2a, m,<0

E

det(A" II+I14A+0)>0 ,
det(7 (IT)) <0

Finalmente, la solucion a dicho problema resulta ser,
(47)

donde K y k; se corresponden con el feedback de estados
y el modo integrador presentados en la Fig. 3.

4. CONTROL POR RELIMENTACION DE ESTADOS
CON RESTRICCIONES DE DISENO USANDO LMI

En esta seccion la idea en principio es implementar un
feedback Optimo de estados que contemple las
restricciones operativas. Para ello, de acuerdo con lo
detallado en la Seccion 3.1 se necesita incorporar otra
LMI tal que considere a las restricciones operativas
enunciadas en la Tabla 1. Autores como Khotare et al.
(1996) han estudiado la manera de incorporar
restricciones en las variables manipulada y en la
controlada respectivamente. En este trabajo, proponemos
una forma sencilla de incorporar una LMI que contemple
la posibilidad de evitar la saturacion de la manipulada.

Es bien conocido que uno de los principales problemas en
los sistemas de control es la saturacion de las valvulas de
control, en nuestro caso, el caudal manipulado debe variar
entre 0 y un valor maximo, que para el caso del sistema
hidraulico de laboratorio es de 3.3 /min. Teniendo en
cuenta la ley de control 6ptima (11) es posible escribir,

uw (t)zyKowxnl)[(t)’zS’K i (48)

opt

xnpt(t)’2 .

opt|

Dado que el sistema de tanques puede ser considerado
como un sistema disipativo entonces,

X, (0=l V=0 (49)
donde x° es el vector de condiciones iniciales. Esto
ultimo nos lleva a que,

w2, (D<K, [T V=0 (50)

Definimos u,... como cota superior de la manipulada, de
manera que se cumpla,

|Kopf2’x0|2<ufnax ) (51)
Remplazando en la ley de control se tiene que,
o (=[K T <1 (52)

obteniendo asi una cota superior para el vector de
ganancias,

< /|x°|2:=L_ (53)

max

K

opt

. 2_

Siendo, |K,,| =K,
T . .7

K, K,,<L entonces surge una restriccion planteada

opt
como desigualdad cuadratica, K Korpt—L <0 o bien,

K:p, luego, si se pide que

opt

R'B'IINIIB(R") ' —L<0 (54)
Ya que ahora se dispone de una restriccion para el caudal
maximo, ésta puede ser llevada a la forma matricial
mediante la desigualdad de Shur, resultando

-1 T
L RBIL . (55)
MB(RY -1

Disponiendo ahora dos LMI's, y por lo expresado en la
Seccion 3.1, se tiene garantia de minimo global, si este
existe. Asi, atendiendo a lo expresado en (17) es posible
escribir el sistema completo como,

AN+ 4+0 B 0 0
B’ -1 0 0 |_, (56
0 0 —L R'B'II
0 0 HOBR' -1
4.1. Ejemplo

Considere el sistema hidraulico experimental cuyas
dimensiones fisicas y restricciones operativas se listan en
la Tabla 1.

La idea es implementar un feedback de estados tal que esl
sistema quede libre de offset, como se detalla en la
Seccion 3.2, tal que evite la saturacion de la manipulada y
el rebalse los tanques.

Note que los estados son los niveles de liquidos en los
tanques y estos son medibles, de manera que no es
necesario implementar un observador.

Dado que la valvula de control esta sobredimensionada en
el sistema experimental, esto es, los tanques no pueden
desalojar todo el liquido para cuando el caudal es de 3.3 I/
min, entonces se pone como restriccion que el caudal
maximo soportado es de 1.5 I/min. Asi para el sistema
lineal de (6) a (9) con las dimensiones fisicas indicadas en
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la Tabla 1 queda definida la LMI (56). La resolucion
fuera de linea de dicha LMI utilizando el toolbox de
Matlab (Gahinet et al., 1995) da como resultado, K, =
[-0.2226 10° 0.1609 10 0.8121 107°], donde K, es
definido segin (47). Aqui se destaca que un especial
cuidado se debe tener con el escalado del sistema. La
Fig. 4 muestra las simulaciones numéricas utilizando el
modelo no lineal (1) y (2), y donde se verifica que no hay
saturacion de la manipulada (g,1) asi como también no
hay rebalse de liquido para las tres situaciones estudiadas
(cierre de lazo de control, cambio en set-point y
eliminacion de perturbacion).

0.6

0.4

0.2H

Tank Levels (m)

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

0.5}

Flow Manipulated (I/min)

00500 1000 1300 2000 2300 3000 3300
Fig. 4: Niveles de liquido en los tanques y caudal manipulado.

Note que en ¢ = 500 seg. el lazo de control se cierra y el
sistema de control elimina la diferencia de nivel con
respecto al valor de consigna, sin saturar la manipulada.
Luego en ¢ = 1500 seg., se realiza un cambio en consigna
y en ¢ = 2500 seg. se ingresa una perturbacion escalon de
amplitud de un 400% por encima del valor de estado
estacionario en ¢.. Dicha magnitud de cambio fue
adoptada para evidenciar claramente el cambio
implementado. Si la magnitud de los cambio fuese
considerablemente mayor y dado que en el disefio del
sistema de control s6lo se considera la resolucion de un
problema de optimizacion fuera de linea, se podria
saturar la manipulada debido a que por el momento no se
ha incorporado una optimizacion en linea que incluya la
posibilidad de satisfacer restricciones.

4. CONCLUSIONES

Este trabajo presenta el disefio un sistema de control
optimo aplicable a un sistema hidraulico incorporando
restricciones en la variable manipulada. El disefio
tradicional LQR fue reformulado de manera tal que
permita eliminar offset e incorporar una restriccion
operativa relacionada a la manipulada, conservando la
condicion de estabilidad asintdtica mediante el uso de dos
LMI's. Asi, la matriz de ganancias resultante de la
resolucion del problema anterior no pierde optimalidad.
Los buenos resultados obtenidos mediante simulaciones
numéricas del sistema hidraulico de laboratorio alienta a
seguir trabajando con esta metodologia de disefio
aplicable a sistemas ingenieriles.
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