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1. Integracion numérica

En este tema veremos sélo dos métodos para el cdlculo aproximado de integrales sobre un intervalo.
Estos métodos tienen la ventaja de que se puede calcular la integral de casi cualquier funciéon continua,
aunque su primitiva no esté disponible. El valor calculado serda una aprorimacion del valor verdadero
de la integral, pero veremos también resultados que con alguna informacién adicional sobre la funcién
nos permitiran acotar el error de aproximacion y juzgar si la aproximacion es suficientemente buena.

Supongamos de ahora en més que f : [a,b] — R es una funcién continua sobre todo el intervalo [a, b] y
queremos aproximar la integral
b
/ f(z)dz.

1.1. Regla del rectangulo

La regla del rectangulo es la siguiente: Para n € N, particionamos el intervalo [a, b] en n sub-intervalos

de igual longitud h := , es decir, definimos m, = [a = to;t1;te;.. .5 t, = b} cont; =a-+1ih,y

b noo
aproximamos / f(x)de = Z/ f(z) dx por la cantidad
a i=1 7 ti-1

L= Z fic)(ti —tioa) = Z flti-))h="h [Z f(t'Ll)] :

Es decir, aproximamos cada integral en [t;_1,t;] por el drea del rectdngulo de base h y altura f(t;_1),
ver figura.

y = f(x)_g

h £(10) hf(tl h 1(12) hf(t3 h (t4) h'f(t5

a=t0 tl t2 t3 t4 t5 tn=b



En otras palabras, calculamos la integral de la funcién que en cada intervalo [t;_1,t;) es constantemente
igual a f(t;_1).

b
Ya sabemos que lim [, f = / f(z) dz por lo visto en clase. Lo que nos preguntamos ahora es si podemos
n—oo
a

medir o estimar el error cometido al calcular I*. La respuesta es positiva, y la da el siguiente

Teorema 1. Sea f : [a,b] — R una funcién con primera derivada continua en [a,b]. Si
M, = mé}x |f'|, entonces

[a,
b M _ 4\2
Iff—/ f(a:)dx‘ < ﬁu

n

Demostracion. Sea n € Ny sea m, la particién uniforme de [a, b] en n sub-intervalos de igual longitud

b—a
h:= , es decir, definimos 7,, = [a =tot1;te; ...ty = b] con t; = a+1h. Observemos primero que

S (st~ [ s )

< hf(ti_l)—/tti f(x)dx)

i=1 i

]ff—/abf(x)dx‘ =

i

Y /tt f(ti_l)dx—/tt: f(:c)d:c\ (1)

= / (f(tie1) — f<1'>)d37‘

i=1 Yti-1
<[ 5@ - fie)de.
i=1 /tz‘—l ‘ ’

Intentemos ahora acotar cada uno de estos términos. Consideremos un intervalo [t;_1, ¢;] de la particion,
y observemos que si x € [t;_1,t;], entonces por el teorema fundamental del Célculo se cumple que

@) = fltiy) = / e

i

y por lo tanto

@) = ] =| [ £@an] < [ 1r@lde< - o),

Esto implica que

/titil {f(l’) — f(tzﬂdl’ S /t;i1 Ml(ZL’ — ti—l) dr = M1 /Ohudu = M1%2, (2)



donde hemos hecho la sustituciéon v = z — t;_1, du = dz. Finalmente, de (1) y de (2) concluimos que

b n t; " h2
]f—/a f(x)d:v‘ < ;/tl ‘f(x) —f(ti)|dx < ;MIE
hz

(b—a)? M (b—a)?
M =, P )
ATy = T 2 n

que es lo que queriamos demostrar. O

Observacién 2. Si conocemos una cota para My, entonces podemos saber cudl es el valor de n que
debe tomarse para calcular la integral aproximada con un error dado.

2
. . — 2
Ejemplo 1. Supongamos que queremos calcular aproximadamente / e~ " dx con un error menor a 0,1.
0

Si bien f(x) = e~** no parece una funcién muy complicada, no hay una férmula conocida que dé su
primitiva. Por eso recurrimos a un método numérico. Para saber qué valor de n tenemos que tomar para
lograr la precision deseada, necesitamos conocer una cota superior para la primera derivada. Observemos
entonces que f'(z) = —2ze~*, y facilmente deducimos que |f/(x)| < 4 para = € [0, 2]. Entonces, para
n € N, el teorema anterior nos dice que

2 2
2 42 8
IR—/ e " d:z:’ﬁ——:—.
0 2 n

" n

8
Para asegurar un error menor o igual a 0,1 debemos elegir n tal que — < 0,1, o sea n > 80. Para n = 80
n

la férmula da gy = 0,89435 (no se sugiere hacer a mano, sino usando una computadora, por ejemplo
una planilla de célculo o un programa como MATLAB/OCTAVE). Por lo tanto

2
0,80435 — / o dx( <01
0

lo que a su vez implica que
2 2
0,89435 — 0,1 < / e " dr <0,89435 4 0,1,
0

es decir )
0,79435 < / e dr < 0,99435.
0

Si quisiéramos cometer un error menor a 0,05 (la mitad de la precisiéon anterior) ; Cémo tendriamos que
tomar n?

Si, adivinaste, tendriamos que tomar n = 160, jel doble!

Con un poco més de trabajo, podriamos haber demostrado que |f'(z)] < 1 para x € [0,2], y en
ese caso, habriamos estado seguros de que las precisiones indicadas se obtenian con 20 y 40 puntos
respectivamente, un gran ahorro de trabajo, ;no?



1.2. Regla del trapecio

La regla del trapecio es la siguiente: Para n € N, particionamos (de la misma manera que antes)

—a
el intervalo [a,b] en n sub-intervalos de igual longitud h := , es decir, definimos m, = [a =

b noo
to;tiste; ... 5ty = b} con t; = a + i h, y aproximamos / f(z)de = Z/ f(x) dx por la cantidad
a i=1 7 ti-1

T i f(ti1)2+ F0) = i f(t“); f(t),

Es decir, aproximamos cada integral en [t;_1,;] por el area del trapecio de altura h y bases f(t;_1) v
f(ti).

y = f(x)

\

~ o

a=to0 tl t2 t3 t4 t5 tn=b

En otras palabras, calculamos la integral de la funcién que en cada intervalo [¢;_1,t;) es lineal y coincide
con fent,_|yent,.

La grafica nos invita a creer que el error cometido al calcular IZ es menor que el que se comete al
calcular I v eso es en general cierto, como lo confirma el siguiente

Teorema 3 (Estimacién del error de la regla del trapecio). Sea f : [a,b] — R una funcion
con sequnda derivada continua en |a,b]. Si My = r[nzz]x |f"|, entonces

Ir — /abf(a:) d:c) < M2(b——a)3.

n2

Demostracion. Sea n € Ny sea m, la particién uniforme de [a, b] en n sub-intervalos de igual longitud
b—a

h = , es decir, definimos 7, = [a = to;ty;te; ... 3ty = b} con t; = a + ¢ h. Observemos primero
n




que, si ¢;(x) es la funcién lineal cuya grafica pasa por (¢;_1, f(t;—1)), y por (t;, f(t;)), entonces

/f dx ’Z 11+f / f(x da;]
§th<z1+f / fa d:v

— En: /tt Oi(x) d — /t () dx)

_ En: /tt (ti(2) = f(2))da| < En:/tt |6:(x) — f(x)|da.

=1

Intentemos ahora acotar cada uno de estos términos. Para ello consideremos un intervalo [t;_1,;] de la
particién, y definamos la funcién g( ) = li(xz) — f(x), que se anula en x = t;_1 y en x = t;, y por el
teorema de Rolle existe & € (t;—1,t;) tal que ¢'(&) = i(&) — f/(&) = 0. El teorema fundamental del
calculo nos dice que si x € (¢;_1,1;), entonces

g0 =)+ [ S 0= [ g

&i
como /; es lineal, ¢"(t) = 0/(t) — f"(t) = —f"(t) para t € (t;_1,t;). Por lo tanto
()] = ‘/ g'(t) dt| = ‘/ P dt| < o &I My < B M
& &

Esto implica que para s € (t;_1,t;)

lg(s)] = lg(s) — g(ti1)| =

/ g(x)da g/ g (2) dv < Mah(s —t; 1) < Mph®.  (4)
ti_1 ti—1

Finalmente, de (4) y de la definicién de g(z) = ¢;(x) — f(x) se sigue que

/,ti Vi(@—f(x)!dx:/ti |g(x)|dz < My h? h = My h?,

ti—

y por (3) concluimos que

—/bf<:v)dx\ si/ti 10,() = F(@)|de < My hn = 2y L=y — =0

n3 n?
que es lo que queriamos demostrar. O

Observacion 4. En muchos libros, la formula de la regla del trapecio viene expresada como

5 + f(t) + f(t) + .. f(ta1) + 5

IR ::h[

Fdcilmente puede verse que es equivalente a la presentada al principio.



2. Polinomios de Taylor

2.1. Introduccién y Definicién
Sea p(z) un polinomio de grado n, es decir

p(x) =ao+ a1z + a2x2 4o ap 2"+ ana™.

Nos preguntamos: ;Qué relacién existe entre las derivadas de p en o = 0 y el valor de los coeficientes

a;? Veamos:

p(0)=2-a
p(r)=3-2-a3+-+n—-1)-n—=2)-n—3)-apq-2"*4+n-(n—1)-(n—2)-a,
p///O — 2@3

Vemos entonces (y se puede demostrar por induccién) que
p®(0) = k! ag, k=0,1,2,....

Notar que si el polinomio es de grado n, entonces p™*1)(x) = 0 para todo = € R.

Concluimos que

Si p(z) es un polinomio de grado n, entonces

p'(0) ,
TR T

p(z) =p(0) +p'(0)x +

Hemos descrito un polinomio en base al valor de sus derivadas en x = 0. Andlogamente, podemos
describir un polinomio en términos del valor de sus derivadas en & = a, para cualquier niimero real fijo

a:

Si p(z) es un polinomio de grado n, entonces

p(z) = pla) +p'(a) (x —a) +

Motivados por esta igualdad, definimos



Definicién 5 (Polinomio de Taylor). Si f es una funcién n veces derivable en z = a, se llama
polinomio de Taylor de f, de orden n alrededor de x = a al polinomio:

f"(a) f"(a)
2! 3!

f"(a)

n!

p(z) = f(a) + f'(a) (x —a) + (z —a)® + (z—a)f’+-+ (z —a)".
Es decir, el polinomio de Taylor de f de orden n alrededor de x = a es el tinico polinomio
de grado n tal que el valor del mismo y de sus primeras n derivadas en x = a coincide,

respectivamente, con el valor de f y de sus primeras n derivadas en = = a.

Ejemplo 2. Hallar el polinomio de Taylor de orden 4 de f(z) = e alrededor de x = 0.
Para ello, debemos calcular £(0), f/(0), f”(0), f(0), f(0):

f) = = f0)=1

fll)y=¢" = f(0)=1

f”(l‘) — " — f//(o) -1

f///(x) — : fl//(o) — 1

@)= = 90 =1

Por lo tanto ] 1 .
p()—1+1x—|—§x—|—3 a:—l—ﬁx

Puede verse que para esta funcién particular, f*)(0) = 1 para todo k¥ € N, y por lo tanto, cualquiera
sea n € N, el polinomio de Taylor de orden n de f(x) = e alrededor de x = 0 es

1 1. 1,
p()—1+1 l‘—|—§ $+§'$3+"'+m'1‘
_, 2 1 3 "

= +x+§+§ $+"'+H

:;;H.

Ejemplo 3. Hallar el polinomio de Taylor de f(z) = sen(x) de orden 6 alrededor x = 0. Observemos
que

~~

3
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Por lo tanto

_ 0 o -1 5 0 4, 1 5 0 5
p6(l’>—0+1'l’+5'$ +§'$ +I'I +a'l’ +a'l‘
> ad
BT
Y vemos que en general
P e 22k—1
Pa@) =2 — S o = oy — oy e (21

ETI TR TR TR T 2k — 1)

con k el mayor entero tal que 2k — 1 < n, es decir k = [”T“]

Ejemplo 4. Hallar el polinomio de Taylor de f(z) = In(z) de orden 5 alrededor de = 1. Observemos
que

f@) =@ = f1)=0
fa)=- —  fo=1
fa)=-5 = f)=-1
=5 = =2
=22 = ea)=-2-3
=222 = =234
Por lo tanto
Po(r) =041 (2 =14 o (=124 o (= 1P+ o - 2 1)
B (=12 (z—13 (z—-1)* (x—1)°
=@-) -t T

. Puede imaginarse la forma del polinomio de Taylor de orden n en este caso?

2.2. Interpretacion geométrica

Para ver qué representa geométricamente el polinomio de Taylor de una cierta funcién de grado n
alrededor de un punto dado, consideramos como ejemplo la funcién f(x) = sen(x) y graficamos en un
mismo par de ejes, la funciéon dada y sus polinomios de Taylor de orden 0 a 4 alrededor de x = 0



'y
T
L

w
T
L

n
T
L

y=p,x)=p,{x)

Lo primero que observamos es que po(z) es una recta horizontal que coincide con la funcién en (0, £(0)).
El polinomio pi(x) es lineal y tanto su valor como el valor de su derivada coinciden con los de f en
x = 0, por lo tanto la grafica de p;(z) es la recta tangente a la grafica de f(x) en (0, f(0)). Para este
ejemplo, el polinomio ps(z) coincide con p;(x) porque f”(0) = 0.

También observamos que a medida que aumentamos el orden del polinomio de Taylor, estos aproximan
cada vez mejor a la funcién. A continuacién graficamos la misma funcién y sus polinomios de Taylor
de orden 5 a 10.

y=sen(x)

Vemos que a medida que aumenta el orden la aproximacion mejora pues las graficas se mantienen cerca



de la grafica de y = sen(x) en intervalos mas grandes.

También observamos que lejos de x = 0 la aproximacién es mala, pues todo polinomio p(z) no-constante
satisface lim,_,, p(x) = oo.

2.3. Un ejemplo interesante

Por otro lado, si consideramos la funcién

fz) =

e~/ sixz#0
0 sixz =0

resulta que tiene todas sus derivadas nulas en z = 0, es decir

f/(()) = 07 f”<0) = 07 f”/<0) = 07 Ty f(n)(o) = 07

Por lo tanto, el polinomio de Taylor alrededor de x = 0 es el polinomio nulo p,(xz) = 0 para cualquier
n. En este caso no es cierto que p, () se aproxime cada vez més a f(z) a medida que n crece.

2.4. Error de truncamiento
Tratemos de estudiar ahora el error que se prouce al aproximar f por un polinomio de Taylor de orden
n. Por simplicidad consideremos los polinomios de Taylor de una funcién f alrededor de x = 0.

Observemos primero que si f es derivable en (—p,p) y € (—p,p), entonces haciendo la sustitucién
t = x — s resulta

fa) =10 = [ r@ds= [ fa-na

10



Luego )
f(z)=f(0)+ /0 f'(x —t)dt.

Si suponemos que f’ es derivable y f” continua, e integramos por partes tomando u/(t)
f'(x —t) obtenemos

/Ozf'(x—t)dt:/:1-f’(x—t)dt:t-f'(x—t) :—/Ozt-f”(a:—t)(—l)dt
:[a:-f’(x—:v)—O-f'(x—())]+/Oxt-f”(a:—t)dt

:x~f’(0)+/0 te fiz— 1) dt.

Usando esta igualdad y (5) concluimos que

f@) =50+ FO) + b e -t dt.

0

(6)

Si integramos por partes nuevamente, ahora suponiendo que f” es derivable y f” continua, tomando

u'(t) =t, v(t) = f"(x —t) obtenemos

T

x 2 T 42
/Ot-f”(x—t)dt:%-f”(x—t) 0—/0 %-f”’(x—t)(—l)dt
1‘2 :JctQ
_ e 0" (r—0 e — ) d
o Pa—0) =0 a0+ [ S e
2 1 x
:%-f”(0)+§/0 2 " — ) dt.

Que usando (6) implica
2

f@) = FO +2- PO + 57O+ [ £ = v

Repitiendo este procedimiento (haciendo induccién) llegamos al

(con p > 0), entonces, para x € (—p,p) se tiene que

2 3 n
F(@) = F0) + s (0) + 5 £"(0) + 57 £"(0) - 4+ = ) (0) + Ty ),
donde T,, denota el residuo de Taylor dado por la formula

T (z) = 1 /m " fOFD (@ —t) dt.

n! Jo

Teorema 6 (Teorema de Taylor). Si f tiene n+1 derivadas continuas en un intervalo (—p, p)

11



La formula general para el teorema de Taylor alrededor de z = a es
—_ )2 _ )3 _\n
1) = f(a)+ (o —a) )+ E o gy ¢ B gy g B ) o (),
donde T, es ahora
1 x
T (z) = —'/ " fOFD (@ — 1) dt.
n! J,

2.5. Otra formula para el residuo

Intentaremos ahora obtener una férmula mas sencilla y tal vez mas 1til para el residuo de Taylor. Para
ello recordemos primero el teorema del valor medio del calculo integral, que dice:

Si f:[a,b] — R es continua en [a, b], entonces existe £ € (a,b) tal que

/f )b - a)

Una consecuencia de este resultado es el siguiente

Teorema 7 (Teorema del valor medio generalizado). Si f es continua en [a,b] y g integrable
y no-negativa sobre [a,b] entonces existe £ € [a,b] tal que

[ rwwae =5 [ otyas

Demostracion. Sean M = r[nz%jxf ym = r[mnf entonces, como g(z) > 0, Vx € [a, b|

mg(x) < f(x)g(x) < Mg(z), Vo elab]

/ dx</f x<M/

que dividiendo por f: g(z) dz(> 0) resulta

Integrando, obtenemos

ffg
_fg:v

Por el teorema del valor intermedio, dado que f es continua, resulta que existe £ € (a,b) tal que

2 f(@)g(x) do
fjg(:c) dx

y el teorema queda probado. O

= f(£),

12



Ahora si, consideremos el residuo para el polinomio de Taylor de orden n alrededor de x = 0:

To(z) = — / e (4 gy .

n! Jo

Si pensamos por un momento en el caso & > 0 y suponemos que f"*Y es continua en un intervalo
alrededor del origen, el teorema del valor medio nos dice que existe £ € (0, z) tal que

) = 55w =) [ v = L L
Si llamamos 1 = x — £ también resulta n € (0,z) y luego se cumple que
T.(z) = Lﬂf(”“)(n), para algin 7 entre 0 y x.
(n+1)!

El caso z < 0 se demuestra de manera andloga, y el teorema general de Taylor luce asi:

Teorema 8. Si f tiene n+ 1 derivadas continuas en un intervalo (a — p,a+p) (conp >0),
entonces, para cada x € (a —p,a+p) existe n, entre a y x (y también n, € (a —p,a+p)) tal
que

(x — a)? - (x —a)™ (x —a)™t!

@) S ),

Tenemos los siguientes corolarios de demostracion inmediata:

Corolario 9. Si f tiene n+1 derivadas continuas en [a—p,a+p| y si My, = [ max } | f D] entonces
a—p,a+p
|x _ a|n+l
|f(x) = pa(2)] SMnHm; Vz € [a —p,a+pl.

Corolario 10. Si f tiene infinitas derivadas continuas en [a — p,a+ p| y si

V12

Itm M, 2 =0

' Y
n—oo n.

donde M, = max |f"™)|, entonces
[a_p7a+p]

lim p,(z) = f(z), Veecla—pa+pl

FEs decir -
r—a)”
S 0@ ), vrelo-patl
n=0 ’

Definicién 11. La serie )~ f(")(a)% se llama serie de Taylor de f alrededor de x = a.

13



2.6. Una Aplicacion de los polinomios de Taylor.
Calculo de integrales aproximadas

Ejemplo 5. Se sabe que una funcién f(z) tiene 3 derivadas continuas en [4, 6] y que f(5) =4, f'(5) = —
f"(5) = 3. Calcular de manera aproximada f56 f(z)dx.

Como el polinomio de Taylor de f de orden 2, ps(x ) alrededor de x = 5 es una aproximacién de f(x)
cerca de x = 5 podemos aproximar f56 (x) dx por f5 po(x) dz. A partir de los datos, obtenemos

—5)2
pala) = 4+ () —5) + 3520
luego
6 6 6 6 3 (6
/f(x)dx%/pg(x)dx: 4dx—/(x—5)dx+—/(x—5)2dm
5 5 5 5 2.Js
1 3 1
:4—/ udu—i—§/ u? du (sustitucién: u = x — 5)
0 0
1 3 1
—4_ 2. o=y
2+2 3

Si ademds conocemos una cota para f”(x) en [5, 6], por ejemplo

My = max |f"] < 1,5.
5.6]

Podemos estimar el error cometido de la siguiente manera:

’/:f(w)dx—/:m(x)dx‘:‘/ — pa(a d:z:‘ </ f(x )| dz,

y como
—5)3 15
@)~ )l < M < 22 g 095 (5, paraw e .0l

se tiene que

6 1

0,25
/ |f(z r)| dv < / 0,25(x — 5)* dx = 0,25/ t3dt = ’T = 0,0625.
5 0

Por lo tanto

‘/:f(”) df”—/:m(x) da:\ < 0,0625,

y entonces 4 — 0,0625 < f5 x)dr < 44 0,0625, es decir

6
3,9375 < / f(z)dx < 4,0625.
5
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