Trabajo Practico 6 Ecuaciones en Derivadas Parciales

(1) Verificar que si w estd dado por la férmula (2), w1 y ug son soluciones de (6a) y (6b) respectivamente (de
la seccién 3.4 del libro de Bleecker-Csordas), entonces

u(z,t) = w(z,t) + ui(z,t) + ua(z, t)

es solucion del problema (1) de la misma seccion.

(2) Considerar el problema siguiente:

U = kg, 0<x<L, t>0,
ug(0,t) = a(t), us(L,t)=0(t), t=>0, (1)
u(w,0) = f(z), 0<w<L

(a) (Qué situacién fisica representa?
(b) Dar una férmula para una funcién w(zx,t) que cumpla las condiciones de borde.
(c) ;Qué problema debe resolver v(x,t) para que u(z,t) = v(z,t) + w(x,t) sea solucién de (1)?

(d) Realizar una descomposicién del problema descripto en el {tem anterior en dos subproblemas mas sencillos,
andalogos a (6a) y (6b). Dar las férmulas precisas para los datos no-homogéneos de los problemas resultantes
(9(x) y h(z,t) de (6a) y (6b) respectivamente).

(e) Demostrar que la suma de w(z,t) y las soluciones u(z,t), uz(z,t) de los subproblemas del item anterior,
es solucién del problema original.

(3) Repetir los cinco items el problema anterior para la siguiente situacién:
u = ktgy + q(z,t), 0<z<L, t>0,

ug(0,t) = a(t), wuy(L,t)+ Hu(L,t) = Hb(t), t >0,
u(x,0) = f(z), 0<z<L.

(4) Usando la férmula de Green

b b
/ f(@)g(x) dfv—/ f@)g" () dz = [f'(x)g(x) = f(2)g ()], ,

hallar férmulas (sencillas) para las siguientes integrales. Para los casos n = m usar alguna de las dos identidades
trigonométricas siguientes:

1 1 1 1
sen’(a) = 575 cos(2a), cos’(a) = 3 + 3 cos(2a).
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(b) COS(T) COS(T) dr, paran,m=0,1,23,....
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(c) sen(u) sen(——=—)dz, paran,m=1,23,....
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)dxz, paran,m=1,23,....



(5) En base al problema anterior, decir cémo deben calcularse los coeficientes ay,, b, (en términos de f) si se
sabe que se cumplen las igualdades siguientes para f definida en [0, L]:

ol nmwx ol (n— Hra
(a) £(x) = bsen("T0), (© flz) =3 cpsen(" 2T,
T nm w, (n— H)mx
(b) f@@)=a0+) ancos(—-).  (d) f(x) =) dncos(~—F").
n=1 n=1

(6) En cada caso, llamamos f5(z) a la aproximacién de f(z) que se obtiene al hallar los coeficientes a,, by,
para n < 5 y sumar los términos de la serie de Fourier correspondientes. En cada caso, graficar f(z) y f5(x)
en un mismo par de ejes (usando la computadora). En ambos los casos considerar L = 1.

x si0<zx< %
a x) = - b z) =05+ 102%(1 — )
(@ @ Ll—@ ileect ® @ (1-2)
serie de senos serie de cosenos
en [0, 1] en [0, 1]

(7) Utilizando la funcién f5; del problema anterior, calcular la uz(x,t) que resuelve el problema del calor
correspondiente, y graficarla para t = 0; 0,005; 0,01; 0,015; 0,02; 0,025.

Ut = Ugy, 0L <1820 Ut = Uz, 021,620
(@) q u(0,t)=0, wu(l,t)=0, t>0 (b) { uz(0,t) =0, wuy(1,¢)=0, t>0
u(axO) - f5($), 0<z<1 u(az,O) - f5($)’ <z<1

(8) Verificar (demostrar) las siguientes afirmaciones:
(a) El producto de dos funciones pares es par.
(b) El producto de dos funciones impares es par.
(c) El producto de una funcién par y una impar es impar.
. . L
(d) Si f(z) es impar (—L < x < L), entonces [, f(x)dx = 0.

(e) Si f(z) es par (—L < x < L), entonces ffL f(z)dx = 2f0L f(z)dz.

(9) Mostrar que cualquier funcién f(z) definida en [—L, L] se puede escribir como suma de una funcién par

y una impar. Ayuda: f(x) = f(z) +2f(—a;) i f(z) —2f(_$).




(10) Consideremos la funcién f(x) definida sobre el intervalo [0, 1] cuyo gréfico es el de la figura de la izquierda
Graficar sobre el intervalo [—3, 3] el limite de la serie de Fourier de senos y el de la serie de Fourier de cosenos
de f.
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(11) Hallar la solucién formal de cada uno de los siguientes problemas (decir también cémo se calculan —en
términos de f— los coeficientes a,, y/o b, de la férmula resultante).

Ut = kgy, 0<z<L, t=>0, U = kgg, 0<z<L, t=>0,
(a) ug(0,8) =0, wuy(L,t) =0, t>0. (b) u(0,t) =0, wuy(L,t) =0, t>0.
u(z,0) = f(x) u(z,0) = f(z)

(12) Ej. 13 de la seccién 4.2 de [Bleecker-Csordas] (pag 235).

(13) Ej. 14 de la seccién 4.2 de [Bleecker-Csordas] (pdg 236).

(14) Sea f(z) una funcién C? en el intervalo [—L, L] tal que f(—L) = f(L), f'(=L) = f'(L),y f"(—L) = f"(L).
Demostrar que si Sy(z) es la suma parcial de orden N de la serie de Fourier de senos y cosenos de f, entonces
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(a) méx |f(z)— Sy(x)| < LM

xe[_L’L] W, donde M = méXme[_LJJ} ‘f”/(l'”.
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(b)  mix [f(@) = Sn(@)l < 5y




