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(1) /20 pts
Considerar el problema
U = kg, O<z<L, t>0,
wa(0,8) = a(t), w(L,t)=alt) >0,
u(z,0) = f(x), 0<z<L,

con a(t) una funcién suave conocida.

(a) Demostrar (sin hallar la solucién), que si u es una solucién C? de este problema, entonces para todo t > 0,
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(Ayuda: Definir F(t) = fOL u(z,t)dx y hallar la derivada de F(t).)

(b) Interpretar fisicamente la igualdad (*).

(2) /15 pts
Considerar una funcién f : [0, L] — R.

(a) Definir la serie de Fourier de senos de f.

(b) Si f es C! a trozos en [0, L]. {A qué converge la serie de Fourier de senos de f en el intervalo [—L, L]?

(c) (Bajo qué hipdtesis puede asegurarse que la serie de Fourier de senos de f converge uniformemente a f
en [0, L]?

(3) __ /25 pts

Hallar la solucién de la ecuacién de Laplace V’u=0en el rectangulo 0 < x < L, 0 < y < H con condiciones
de borde
U(O,y) =0, ufv(Lay) =0, Uy(.%',()) =0, uy(x,H) :f($)

;Hace falta imponer alguna condicién de compatibilidad sobre f para que el problema tenga solucién?



(4) /20 pts

Hallar la solucién de la siguiente ecuacion de difusién en el disco unitario D:

Up = Vu en D, para t > 0,
u =0 en 0D, para t > 0,
u=f en D, parat = 0.

Suponer que el dato inicial f y también la solucién u dependen sélo de la distancia al origen, es decir, f = f(r)
no depende del dngulo € y u = u(r;t) depende de r y de ¢, pero no de 6.

Desarrollar la resolucién por separacién de variables partiendo de u = u(r;t). Recordemos que el Laplaciano
en coordenadas polares es:
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(5) /30 pts
Consideremos el siguiente problema de autovalores para el laplaciano (£ un dominio en R?):
Vip=-Xp, (z,9)€Q
¢ =0, (x,y) € OS2

El Teorema 12.1 enunciado en clase afirma que este problema tiene una sucesion infinita de autovalores A, y
correspondientes autofunciones ¢™ que satisfacen:

D< A< <A< y<---<\<...— 4

§2¢n = _>\n¢n7 (xay) €N
¢n =0, (:Ea y) € aQa
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Ademsds, toda f suficientemente suave en ) puede aproximarse tanto como se desee por combinaciones lineales
de estas autofunciones.

(a) Explique brevemente para qué sirve saber esto en relacién con la ecuacién del calor y la ecuacién de ondas
(decir como son las soluciones de estas ecuaciones).

(b) Explique muy brevemente, a partir de las férmulas escritas en el item anterior, diferencias cualitativas
entre las soluciones de la ecuacién del calor y la ecuaciéon de ondas.

(c) Explicar brevemente qué ocurre cuando modificamos la ecuacién de ondas
=2
uy = AV u

por la ecuacion de ondas amortiguada
=2
uy = AV u — Buy,

con B > 0 pequeno.




