Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Prdctica 8 ler semestre 2003

(1) Transformar la ecuacién diferencial o sistema dado en un sistema equivalente de primer orden.

(a) a" + 32" + Tz = t*
(b) 2" = (2")? + cosx
—kx

(¢) 2" = 2 1 ,,2\3/2° y' = 2 1 ,,2\3/2"
(% +y?)3/ (2% +y?)

(2) Derivar las ecuaciones

mix) = — (k1 + k2)x1 + koo,

mgxg = kg.’El — (kz —+ kg)l'g

para los desplazamientos de las dos masas que se muestran
en la figura.

(3) Encontrar soluciones generales de los siguientes sistemas lineales utilizando el método de eliminacién. Si se dan
condiciones iniciales, hallar la solucién que las satisface.

(a) ' =—z+3y, y' =2

(b) o' ==3x+2y, vy =-3x+4y; z(0)=0, y(0)=2

(c) o' =249y, ¢'=-20-5y;  x(0)=3, y(0)=2

(d) 2" =6x+2y, y'=3x+Ty

(e) " = —4x +sent, y’' =4x—8y

(4) Supongamos que la concentracién inicial (¢ = 0) de sal en cada uno de los dos tanques de salmuera del ejemplo

dado en clase (ejemplo 2 de la Seccién 5.1 de [EP]) es de 0,5 Ib/gal. Resolver el sistema para encontrar la cantidad
z(t) e y(t) de sal en los dos tanques en tiempo ¢.

scribir el sistema dado en la forma " = P(¢)x + f({); identificar x, t)y f(t).
5) Escribir el si dad la f '=P f(t); identifi P f

(a) ' =3z -2y, ¢y =224y
(b) 2’ =tz +ely +cost, y =e tx+ 12y —sent
(¢) ' =tx —y+etz, y=220+t2y—2 2 =ctlo+3ty+tdz

(6) Verificar que los vectores dados son soluciones del sistema dado y utilizar el Wronskiano para demostrar que son
linealmente independiente. Luego escribir la solucién general del sistema.

r =3 2 _ et _ 2e~2t
T = —3 4 T; Ty = 3e3t| T2 = e—2t
(7) Hallar la solucién particular del sistema del problema anterior que satisface x1(0) = 0, 22(0) = 5.

t 12
T = 12 y @2 = 3

son linealmente independientes en la recta real.

(8) (a) Mostrar que las funciones vectoriales

(b) ;Por qué puede asegurarse que no existe ninguna matriz continua P(t) tal que @1 y @2 son ambas soluciones
de ' = P(t)x?

(9) Sean x1(t), z2(t), . .., x,(t) funciones vectoriales cuyas componentes i-ésima (para algin 4 fijo) ;1 (t), zi2(t), . . ., Zin(t)
son linealmente independientes como funciones escalares. Concluir que las funciones vectoriales son linealmente in-
dependientes.

(10) Aplicar el método de los valores propios (autovalores) para hallar una solucién general del sistema dado. Si se dan
valores iniciales, hallar la solucién particular correspondiente.

(a) .’E,1:I’Q+2I2, I/2122131+I2



(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(b) 2 =3x1 +4xo, b = 3x9+ 224, 21(0) = 22(0) =1
(¢) 2} =921 + bz, zh = —6x1 — 229, 21(0) =1, 22(0)=0

En cada uno de los sistemas siguientes, los autovalores de la matriz de coeficientes son completos y pueden encon-
trarse facilmente. Aplicar el método de los autovalores para hallar una solucién general de cada sistema.

(a) ) =4xy + w2 + 43, zh =21+ Trs+x3, x5=4x1+ 22+ 423
(b) x} =3x1 + 22 + 13, xh=—br1 — 312 — T3, T4 =571+ 5Ts + 373
Resolver el sistema de dos masas con dos resortes visto en clase. El modelo resuulta en el sistema de ecuaciones
mixy] = —kix1 + ko (22 — 21), moxhy = —ko(x2 — 21).
(a) Resolverlo para mq =2, ma =1, k1 =4, ks =2
(b) Resolverlo para m; =2, mg = 0,5, k1 = 75, ko = 25.
Mostrar que la matriz de coeficientes del sistema
x) = 2z1 + 3w2 + 33, xh = —x9 — 33, Th = 2x3

tiene el autovalor A = 2 con multiplicidad 2. Encontrar dos autovectores linealmente independientes asociados con
A =2, y luego hallar la solucién general del sistema.

Considerar el sistema
! / /
Ty = 371 + T2, Ty = —T1 — T3, Ty = T1 + 2x2 + 373

(a) Mostrar que la matriz de coeficientes A tiene al autovalor A = 2 con multiplicidad 3, pero con sélo un autovector

linealmente independiente u asociado con él. Luego una solucién es @ (t) = ue?:.

(b) Encontrar una segunda solucién de la forma x,(t) = ute? + ve?!
¢) Encontrar una tercera solucién de la forma xs(t) = Lut?e?t + vte? + we?t.
2

Aplicar el método de los coeficientes indeterminados para hallar soluciones particulares de los siguientes sistemas.
Si se dan condiciones iniciales hallar la solucién que las satisface.

(a) @ =2+2y+3, y =20+y—2

(b) ' =4z +y+et, y =6x—y—et; z(0) = y(0) =1
(¢) 2’ =x—by+2sent, y =z —y—3cost

(d) o' =2x+y+2e, oy =x+2y—3e

Para cada uno de los sistemas siguientes, hallar una matriz fundamental.

(a) @' = f ﬂ x
(b) ' = i ﬂ z
@ =[] e

Aplicar el método de variaciéon de pardmetros para hallar una solucién particular del sistema dado.

—T7] 'Zt]

_2_ T + 3

—1] m+'1/t2
-3 11/¢3

—5] [cos 4t
73_ z + | sen 4t]
—4] " Mt
2T ¢

RN oW oW~ o

Calcular la matrix fundamental ®(t) = e“? para cada sistema dado
L =5z —4dxs, xh =21 — 19

(b) f =5bxy — 3x2, wh=2x;
/
1

(¢) 2y =10z — 622, x5 =1221 — Tao



(d) A= B

= N

|

2 3 4
() A=1[0 2 3
00 2

(19) Supongamos que las matrices A y B conmutan, es decir, AB = BA. Demostrar que eA*B = e4¢eB. Sugerencia:
agrupar los términos en el producto de las dos series de la derecha para obtener la serie de la izquierda.

(20) Deducir a partir del problema anterior que para toda matriz cuadrada A, la matriz e? es no-singular y ademaés
( eA)fl —e A

(21) Sea A = {(1) (1)} . Mostrar que A®" = I mientras que A*"*! = A. Concluir que eA* = I cosht + Asenht y aplicar

este hecho para hallar una solucién general de ' = Ax.

(22) Sea A = [_02 (2)] . Mostrar que et = T cos 2t + $Asen 2t. Aplicar este resultado para hallar una solucién general

de ' = A=x.



